
Test t-Studenta



Trochę formalnych wzorów  

Ale nie za wiele 



Test t dla dwóch niezależnych prób

𝐻𝑜: 𝜇 1 = 𝜇 2 (nie ma różnicy w średnich wartościach cechy pomiędzy dwoma grupami 
(populacjami) 

𝐻1: 𝜇 1 ≠ 𝜇 2 (są różnice w średnich wartościach cechy pomiędzy dwoma grupami (populacjami)

Test t Studenta 

Statystka testowa, w zależności od wielkości próby

W obu grupach co najmniej 30 (𝑛1≥30 i 𝑛2≥ 30) statystyka Z

𝑍 =
𝑥1−𝑥2

𝑠𝑑1
2

𝑛1
+

𝑠𝑑2
2

𝑛2

gdzie 𝑥1, 𝑥2 ś𝑟𝑒𝑑𝑛𝑖𝑒 𝑤 1 𝑜𝑟𝑎𝑧 2 𝑔𝑟𝑢𝑝𝑖𝑒,

𝑠𝑑1 𝑜𝑟𝑎𝑧 𝑠𝑑2 𝑜𝑑𝑝𝑜𝑤𝑖𝑒𝑑𝑛𝑖𝑜 𝑜𝑑𝑐ℎ𝑦𝑙𝑒𝑛𝑖𝑎 𝑠𝑡𝑎𝑛𝑑𝑎𝑟𝑜𝑑𝑤𝑒



Test t Studenta 

Statystka testowa, w zależności od wielkości próby

W przynajmniej jednej z grup mniej niż 30 (𝑛1 < 30 lub 𝑛2 < 30) statystyka t (rozkład t 
Studenta, z odpowiednią liczbą stopni swobody)

t=
𝑥1−𝑥2

𝑛1−1 𝑠𝑑1
2 + 𝑛2−1 𝑠𝑑2

2

𝑛1+𝑛2−2

1

𝑛1
+

1

𝑛2

gdzie 𝑥1, 𝑥2 ś𝑟𝑒𝑑𝑛𝑖𝑒 𝑤 1 𝑜𝑟𝑎𝑧 2 𝑔𝑟𝑢𝑝𝑖𝑒,

𝑠𝑑1 𝑜𝑟𝑎𝑧 𝑠𝑑2 𝑜𝑑𝑝𝑜𝑤𝑖𝑒𝑑𝑛𝑖𝑜 𝑜𝑑𝑐ℎ𝑦𝑙𝑒𝑛𝑖𝑎 𝑠𝑡𝑎𝑛𝑑𝑎𝑟𝑜𝑑𝑤𝑒
Stopnie swobody



Test t dla prób zależnych 

𝐻𝑜:  𝑑 = 0 (średnia wartość różnicy pomiędzy parami obserwacji nie rożni się od zera)

𝐻1:  𝑑 ≠ 0 (średnia wartość różnicy pomiędzy parami obserwacji różni się od zera)

Statystyka testowa, w zależności od wielkości próby

n ≥ 30 –statystyka Z (rozkład normalny) 𝑍 =
𝑑

𝑠𝑑
𝑛

n< 30 – statystyka t (rozkład t Studenta)

𝑡 =
𝑑

𝑠𝑑
𝑛 − 1, liczbą stopni swobody df=n-1

gdzie d – średnia wartość różnicy pomiędzy parami obserwacji dla danej cechy



Test t jednej próby
Czy średnia wartość cechy w naszej grupie (populacji) różni się od „ogólnej” średniej populacyjnej. 

𝐻𝑜: 𝜇 𝑝 = μ (średnia wartość w grupie nie różni się od średniej w populacji)

𝐻1: 𝜇 𝑝 ≠ μ (średnia wartość w grupie różni się od średniej w populacji)

Statystyka testowa, w zależności od wielkości próby

n ≥ 30 –statystyka Z (rozkład normalny)

𝑍 =
𝑥 − μ

𝑠𝑑
𝑛

n< 30 – statystyka t (rozkład t Studenta)

𝑡 =
𝑥−μ

𝑠𝑑
𝑛 − 1, liczbą stopni swobody df=n-1

gdzie x – średnia wartość cechy w naszej próbie 



Testy nieparametryczne:

Porównujemy rozkłady, nie parametry (średnia, sd)

Zastosowanie:

Rozkład cechy odbiega od rozkładu normlanego 

Mamy cechy zmierzone co najmniej na skali porządkowego (skala Likerta)

Test oparty na rangach



Test U Manna-Whitneya

Statystyka testowa:
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Suma rang w pierwszej grupie
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Suma rang w drugiej grupie



Rangi - przykład

Poniżej podano wartości pewnej skali w dwóch 
grupach wartości pewnej skali

grupa 1                     grupa 2

24                            28

18                            42

45                            63

57                            57

12                            90

30                            68



group 1                     group 2

24                            28

18      2 42

45                            63

57                            57

12       1 90

30                            68

Rangujmy obserwacje (w całej próbie)



grupa 1                     grupa 2

24      3 28      4

18     2                    42

45                            63

57                            57

12       1 90

30                            68



grupa 1                     grupa 2

24      3 28      4

18      2 42      6

45      7 63

57                            57

12      1 90

30      5 68



group 1                     group 2

24     3                    28     4

18     2                    42     6

45     7                    63

57   8.5                   57     8.5

12      1 90

30      5 68



grupa 1                     grupa 2

24      3 28 4

18      2 42      6

45      7 63     10

57    8.5 57     8.5

12      1 90 12

30     5                    68     11



grupa 1                     grupa 2

24      3 28 4

18      2 42      6

45      7 63     10

57    8.5 57     8.5

12      1 90 12

30     5                    68     11

26.5 51.5

Liczmy sumę rang dla dwóch grup



grupa 1                     grupa 2

24      3 28 4

18      2 42      6

45      7 63     10

57    8.5 57     8.5

12      1 90 12

30     5                    68     11

26.5 51.5
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Wartość statystyki testowej 𝑈1
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Wartość statystyki U2
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T=min{30,5; 5,5}=5,5



Wyniki z programu Statistica

Test U Manna-Whitneya (z poprawką na ciągłość) (Arkusz6)
Względem zmiennej: gr
Zaznaczone wyniki są istotne z p <,05000

Zmienna

Sum.ran
g

Grupa 1

Sum.ran
g

Grupa 2

U Z p Z
popraw.

p N ważn.
Grupa 1

N ważn.
Grupa 2

2*1str.
dokł. p

Wynik 26,5000051,500005,500000-1,921540,054665-1,924910,054242 6 6 0,041126

T=min{30,5, 5,5}=5,5



Test sprawdzające założenia 



Zgodność z rozkładem normalnym 

Test Shapiro-Wilka

H0: Rozkład danej cechy jest zgodny z rozkładem normalnym (nie 
odbiega od rozkładu normlanego)

H1: Rozkład danej cechy odbiega (różni się od rozkładu normalnego) 
od rozkładu normalnego. 



Zgodność z rozkładem normalnym – przykład

W pewny badaniu przeprowadzonym w Polsce 
na temat satysfakcji personelu medycznego, 
przeprowadzono ankietę i uzyskano indeks 
opisujący zadowolenie z pracy (1- zła, 6 – bardzo 
dobra). 

H0: Rozkład indeksu zadowolenia jest zgodny z 
rozkładem normalnym

H1: Rozkład indeksu zadowolenia odbiega od 
rozkładu normalnego. 

Rozkład indeksu zadowolenia
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 OgolnieNOwe:   SW-W = 0,9943; p = 0,1487

p>α (0,15>0,05), brak podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej 
Rozkład indeksu zadowolenia jest zgodny z rozkładem normalnym



Test Shapiro-Wilka - Statistica



Test jednorodności wariancji 

𝐻𝑜: 𝜎1
2 = 𝜎2

2 (wariancje badanej cechy nie różnią się pomiędzy populacjami) 

𝐻1: 𝜎1
2 ≠ 𝜎2

2 (wariancje badanej cechy różnią się pomiędzy populacjami) 

Test F Fishera 

𝐹 =
𝑚𝑎𝑥 𝑠𝑑1

2, 𝑠𝑑2
2

𝑚𝑖𝑛 𝑠𝑑1
2, 𝑠𝑑2

2



Zastosowanie 



Testy parametryczne
Testy t – Studenta (wnioskowanie o różnicy w średnich wartościach)

1. Testy t dla jednej próby

2. Test t dla prób niezależnych 

3. Test t dla prób zależnych (pary powiązane)

Główne założenie:

Rozkład badanej cechy jest zgodny z rozkładem normalnym



Test t dla jednej próby

Z populacji mężczyzn  w wieku 25-44 lat zamieszkujących pewne województwo 
wylosowano próbę 205 mężczyzn wykazujących się niską aktywnością fizyczną (AF). 
Sprawdźmy, czy średnia wartość poziomu cholesterolu w badanej grupie różni się od 
średniej wartości poziomu cholesterolu w populacji  mężczyzn w tym wieku - 220 mg/dl

Histogram: chol_malo_aktywni

Shapiro-Wilk W=,99374, p=,54252
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Statystyki opisowe

Zmienna N Średnia Mediana Min Maks Q1 Q3 sd Skośność

chol_malo_aktywni
205

228,74 228,43 140,31 336,79 202,76 251,41 36,50 0,23

Sprawdzanie założenia
Rozkład analizowanej cechy jest zgodny 
z rozkładem normlanym?
Test Shapiro-Wilka



Test t dla jednej próby

H0: Średnia wartość stężenia cholesterolu w populacji mężczyzn o niskiej AF wynosi 
220

H1: Średnia wartość stężenia cholesterolu w populacji mężczyzn o niskiej AF różni 
się od 220

Test średnich względem stałej wartości odniesienia 

Zmienna Średna sd N Bł. std. Ufność 

-95%

Ufność 

+95%

Odniesienie -

Stała

t df p

chol 228,74 36,5 205 2,549 223,72 233,77 220 3,4291 204 0,00073

Decyzja: Odrzucamy Ho, przyjmujemy H1
Średnia wartość stężenia cholesterolu w populacji mężczyzn o niskiej AF różni się od 220 mg/dl



Statistica



Testy parametryczne
Testy t – Studenta (wnioskowanie o różnicy w średnich wartościach)

1. Testy t dla jednej próby

2. Test t dla prób niezależnych 

3. Test t dla prób zależnych (pary powiązane)

Główne założenie:

Rozkład badanej cechy jest zgodny z rozkładem normalnym



Test t dla prób niezależnych

H0: Średnie wartości badanej cechy nie różnią się pomiędzy dwoma 
populacjami

H1: Średnie wartości badanej cechy różnią się pomiędzy dwoma 
populacjami



Test t dla prób niezależnych

Przykład

W pewny badaniu postanowiono ocenić, czy wartość satysfakcji wśród lekarzy różni 
się pomiędzy badanymi posiadającymi specjalizację oraz bez specjalizacji. Poniżej 
znajdują się statystyki opisowe.

Specjalizacja n Średnia SD

nie 137 3,8 0,78

tak 259 4,1 0,69



Założenia 

Rozkład badanej cechy zgodny z rozkładem normalnym w obu grupach

Specjalista=0

K-S d=,05249, p> .20; Lilliefors p> .20

Shapiro-Wilk W=,99191, p=,62251

1 2 3 4 5 6

X <= Granica klasy

0

10

20

30

40

50

60

70

80

L
ic

z
b

a
 o

b
s
.

Specjalista=1

K-S d=,04413, p> .20; Lilliefors p> .20

Shapiro-Wilk W=,99384, p=,36987
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Czy mogę wykonać test t ?

Założenia!

1. Rozkład indeksu satysfakcji w dwóch grupach zgodny z rozkładem 
normalnym (test Shapiro-Wilka, w obu grupach rozkład cechy musi być 
zgodny z rozkładem normalnym)

2. Jednorodność wariancji – test F Fishera
(H0: Wariancje indeksu satysfakcji są jednorodne (równe))

( H1: Wariancje indeksu satysfakcji nie są jednorodne)

Grupa 1: 0

Grupa 2 1

Warunek uwzględniania: Uniwersytecki=1

Zmienna

Średnia

0

Średnia

1

t df p Nważnych

0

Nważnych

1

Odch.std

0

Odch.std

1

iloraz F

Wariancje

p

Wariancje

OgolnieNOwe 3,783598 4,091529 -4,03544 394 0,000065 137 259 0,777277 0,691582 1,263176 0,111897

Brak podstaw do odrzucenia H0,
wariancje indeksu satysfakcji są równe (jednorodne) 
– założenie jednorodności 
wariancji spełnione



Założenia spełnione!

Grupa 1: 0

Grupa 2 1

Warunek uwzględniania: Uniwersytecki=1

Zmienna

Średnia

0

Średnia

1

t df p Nważnych

0

Nważnych

1

Odch.std

0

Odch.std

1

iloraz F

Wariancje

p

Wariancje

OgolnieNOwe 3,783598 4,091529 -4,03544 394 0,000065 137 259 0,777277 0,691582 1,263176 0,111897

Decyzja: odrzucamy H0
Wniosek: Średnie wartości indeksu satysfakcji różnią się pomiędzy tymi dwoma populacjami. 

H0: Średnie wartości indeksu satysfakcji nie różnią się 
pomiędzy lekarzami bez specjalizacji i ze specjalizacją 

H1: Średnie wartości indeksu satysfakcji różnią się 
pomiędzy lekarzami bez specjalizacji i ze specjalizacją 



Test t – prezentacja wyników

Specjalizacja n Średnia SD p

nie 137 3,8 0,78

<0,001
tak 259 4,1 0,69

 Średnia 

 Średnia±Odch.std 

 Min-Maks 

0 1

Specjalista

1,0

1,5

2,0

2,5
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p<0,001

Tabela. Porównanie średnich wartości satysfakcji pomiędzy
lekarzami ze specjalizacją i bez specjalizacji.

Rycina. Porównanie średnich wartości satysfakcji pomiędzy
lekarzami ze specjalizacją i bez specjalizacji





Test t dla prób zależnych 

W pewnym projekcie porównano ciśnienie skurczowe krwi (SBP) przed i po 
terapii. Poniżej znajdują się statystyki opisowe oraz sprawdzanie założeń do 
testu t- studenta dla par zależnych. 

Statystyki opisowe (Arkusz1 w Dane do Testow t Studenta)

Zmienna Nważnych Średnia Minimum Maksimum Odch.std

sbp_przed

sbp_po

305 138,5869 91,00000 236,5000 21,92477

305 134,0131 86,00000 230,0000 22,87897

Histogram: SBPpo_przed

Shapiro-Wilk W=,99516, p=,61360

 Oczekiwana normalna
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Założenia
Rozkład różnicy dla poszczególnych par jest 
zgodny z rozkładem normalnym?
Spełnione! 



Hipotezy

H0: średnia wartość różnicy SBP przed i po terapii  dla poszczególnych  par obserwacji 
równa jest zero.
H1:średnia wartość różnicy SBP przed i po terapii dla poszczególnych par obserwacji 
rożni się od zera.



Decyzja: Odrzucamy H0

Wniosek:

Zaobserwowaliśmy istotną różnice w średnich wartościach SBP przed i po terapii. 

T e s t  T  d l a  p ró b  z a le ż n y c h  (Ark u s z 1  w Da n e  d o  T e s to w t  Stu d e n ta )
Z a z n a c z o n e  ró ż n i c e  s ą  i s to t ne  z  p  <  , 05 0 0 0

Z m ie n n a
Śre d n ia Od c h . s t . W a ż n y c hRó ż n i c a Od c h . s t .

Ró ż n i c a
t d f p Ufn o ś ć

-9 5 ,0 0 0 %
Ufn o ś ć

+ 9 5 ,0 00 %

s b p_ p rz e d

s b p_ p o

1 3 8 ,5 8 6 92 1 ,9 2 4 7 7

1 3 4 ,0 1 3 12 2 ,8 7 8 9 7 3 0 5 4 ,5 7 3 77 05 ,6 8 1 8 3 01 4 ,0 5 84 13 0 4 0 ,0 0 3 ,9 3 3 5 6 65 ,2 1 3 9 7 5







Testy nieparametryczne



Testy nieparametryczne

Dwie próby niezależne



Przykład

Celem pewnego badania było porównanie liczby zębów objętych próchnicą 
pomiędzy mężczyznami a kobietami. 

Jaki test?

Test t-studenta (czy mogę zastosować?)

Sprawdzamy założenia

Zgodność rozkładu liczby zębów objętych próchnicą z rozkładem normalnym. 



Rozkład liczby zębów objętych próchnicą odbiega od rozkładu normalnego

Kobiety
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 C_LICZBA:   SW-W = 0,782; p = 0.0000

Mężczyżni
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 C_LICZBA:   SW-W = 0,7798; p = 0.0000



Test nieparametryczny, test U Manna-Whitneya.

Hipotezy

H0: Rozkład liczby zębów objętych próchnicą nie różni się pomiędzy 
mężczyznami a kobietami

H1: Rozkład liczby zębów objętych próchnicą różni się pomiędzy mężczyznami 
a kobietami 



Względem zmiennej: gender

Zaznaczone wyniki są istotne z p <,05000

Zmienna

Sum.rang

Grupa 1

Sum.rang

Grupa 2

U Z p Z

popraw.

p N ważn.

Grupa 1

N ważn.

Grupa 2

C_PROC 149007,0 140173,0 68406,00 -1,18253 0,236997 -1,21619 0,223915 401 359

Rangi wiązane 

Wyniki testu U Manna-Whitney’a

Decyzja: Brak podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej.
Wniosek:
Nie zaobserwowano istotnych różnic w rozkładzie liczby zębów pomiędzy mężczyznami a kobietami.



Przedstawienie wyników

Płeć n Mediana Q1-Q3 P 

Mężczyzna 359 1 0-4

Kobieta 401 1 0-3 0.22

Porównanie rozkładu liczby zębów objętych próchnicą 

pomiędzy mężczyznami i kobietami




